Справочный материал по Планиметрии
1. Основные аксиомы и теоремы.

Аксиома 1.1. Какова бы ни была прямая, существую точки, принадлежащие этой прмой, и точки, не принадлежащие ей. Через любые две точки можно провести прямую, и только одну.

Аксиома 1.2. Из трех точек на прямой одна и только одна лежит между двумя другими.

Аксиома 1.3. Каждый отрезок имеет определенную длину, большую нуля. Длина отрезка равна сумме длин частей, на которые он разбивается любой его точкой.

Аксиома 1.4. Прямая разбивает плоскость на две полуплоскости.

Аксиома 1.5. Каждый угол имеет определенную грудусную меру, большую нуля. Градусная мера угла равна сумме градусных мер углов, на которую он разбивается любым лучом, проходящим между его сторонами.

Аксиома 1.6. На любой полупрямой от ее начальной точки можно отложить отрезок заданной длины, и только один.

Аксиома 1.7. От любой полупрямой в заданную полуплоскость можно отложить угол с заданной градусной мерой, меньшей 180 градусов, и только один.

Аксиома 1.8. Через точку, не лежащую на данной прямой, можно провести плоскоть не более одной прямой, параллельной данной.

Теорема 1.1. Сумма смежных углов равна 180 градусам.

Теорема 1.2. Вертикальные угла равны.

Теорема 1.3. Две прямые, параллельные третьей, параллельны.

Теорема 1.4. Признаки параллельности прямых

Две прямые параллельны, если:
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	· внутренние накрест лежащие углы равны: [image: image2.wmf]5
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· внешние накрест лежащие углы равны: [image: image3.wmf]7
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· соответственные углы равны: [image: image4.wmf]5
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· сумма внутренних односторонних углов равна 180 градусам: [image: image5.wmf]°
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· сумма внешних односторонних углов равна 180 градусам: [image: image6.wmf]°
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Теорема 1.5. Геометрическое место точек, равноудаленных от двух данных точек, есть прямая, перпендикулярная к отрезку, соединяющему эти точки, и проходящая его середину.

Теорема 1.5. Теорема Фалеса. Параллельные прямые, пересекающие стороны угла, отсекают от них пропорциональные отрезки.

2. Произвольные треугольники.

Пусть a,b,c –стороны треугольника; [image: image7.wmf]g
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-противолежащие им углы; ha, hb, hc – высоты; ma,mb,mc – медианы; la,lb,lc – биссектрисы; p – полупериметр; r – радиус вписанной окружности; R – радиус описанной окружности; S - площадь 

Теорема 2.1. Сумма углов треугольника равна 180 градусам.

Теорема 2.2. Условие существование треугольника. Для существования треугольника со сторонами a,b,c необходимо и достаточно выполнения трех неравентсв 
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Теорема 2.3. Монотонная зависимость сторон треугольника от углов. Если [image: image9.wmf]c
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, т.е. напротив большей стороны треугольника лежит больший угол, и наоборот, напротив большего угла лежит большая сторона.

Определение 2.1. Высотой треугольника называется отрезок перпендикуляра, опущенного из вершины треугольника на противоположную сторону или её продолжение.

Примечание: Три высоты треугольника пересекаются в одной точке, называемой ортоцентром.

Определение 2.2. Биссектрисой внутреннего угла треугольника называют отрезок прямой, делящий данный угол на две равные части.


Примечание: Три биссектрисы пересекаются в одной точке, являющейся центром вписанной в треугольник окружности.

Теорема 2.4. Биссектриса угла треугольника делит противолежащую сторону на отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам.

Определение 2.3. Медианой треугольника называется отрезок прямой, проведенный из вершины треугольника, лежащий внутри треугольника и делящий противоположную сторону пополам.

Теорема 2.5. Три медианы треугольника пересекаются в одной точке, и точкой пересечения делятся в отношении 2:1, считая от соответствующих вершин.

Теорема 2.6. Средняя линия треугольника (отрезок, соединяющий середины сторон треугольника) параллельна его третьей стороне и равна её половине.
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6. Теорема косинусов [image: image18.wmf]a
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7. Теорема синусов [image: image19.wmf]R
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(аналогично и для остальных медиан)

9.[image: image21.wmf]1

1

1

1

:

,

c

b

c

b

c

b

bc

l

a

=

-

=

(аналогично и для других биссектрис)

10.[image: image22.wmf]2

2

2

2

2

3

2

a

c

b

m

m

m

a

-

+

=

(аналогично и для других сторон)

11. (очень полезная формула) [image: image23.wmf]c
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Теорема 2.7. В равнобедренном треугольнике медиана, проведенная к основанию, является биссектрисой и высотой.

Признаки равенства треугольников.

Два треугольника равны, если:

· две стороны и угол между ними одного треугольника соответственно равны двум сторонам и углу между ними другого треугольника;

· сторона и два прилежащих к ней угла одного треугольника соответственно равны стороне и двум прилежащим к ней углам другого треугольника;

· три стороны одного треугольника соответственно равны трем сторонам другого треугольника.

Признаки подобия треугольников.


Два треугольника подобны, если:

· два угла одного треугольника соответственно равны двум углам другого треугольника;

· две стороны одного треугольника пропорциональны двум сторонам другого треугольника и углы, заключенные между этими сторонами равны;

· стороны одного треугольника пропорциональны сторонам другого.

3. Окружность. Круг.

С- длина окружности; R – радиус; S – площадь круга; l – длина дуги; [image: image24.wmf]a

- величина центрального угла в радианах; [image: image25.wmf]b

- величина центрального угла в градусах

Определение 3.1. Окружностью называется фигура, состоящая из всех точек плоскости, расположенных на заданном расстоянии от данной точки.

Определение 3.2. Угол, образованный двумя радиусами окружности называется центральным углом.

Определение 3.3. Круговым сектором называется часть круга, лежащая внутри соответствующего центрального угла.

Определение 3.4. Круговым сегментом называется общая часть круга и полуплоскости.
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4. Площадь сектора AOBl: [image: image30.wmf]°
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5. Площадь сегмента AlB: [image: image31.wmf]a
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Теорема 3.1. Измерение углов, связанных с окружностью.

· величина центрального угла равна величине дуги, на которую он опирается;

· величина вписанного угла равна половине угловой величины дуги, на которую он опирается;

· вписанный угол, опирающийся на диаметр равен 90 градусов;

· величина угла, образованного касательной и хордой, имеющими общую точку на окружности, равна половине угловой величины дуги, заключенной между его сторонами;

· величина угла с вершиной внутри круга равна полусумме угловых величин дуг, заключенный между его сторонами и их продолжениями;

· величина угла с вершиной вне круга равна полуразности угловых величин большей и меньшей дуг, заключенных между ними.

Теорема 3.2. Свойства хорд, секущих и касательных.

· радиус, проведенный в точку касания касательной перпендикулярен ей;

· отрезки касательных, проведенных из общей точки к окружности равны;

· дуги, заключенные между параллельными хордами, равны

· диаметр, перпендикулярный к хорде, делит ее пополам.
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	Теорема 3.3. Квадрат касательной, проведенной из данной точки к окружности равен произведению секущей, проведенной из этой же точки на ее внешнюю часть, т.е. [image: image35.wmf]BD
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, где ВА – касательная к окружности.

Теорема 3.4. Произведение отрезков хорд, проходящих через данную точку внутри круга, есть величина постоянная, т.е. [image: image36.wmf]KE
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Теорема 3.5. Линии центров 2-х касающихся окружностей проходит через точку касания. Необходимое и достаточное условие касание извне двух окружностей радиусов R и r: длина отрезка общей касательной, заключенной между точками касания с окружностями, равна [image: image37.wmf]Rr
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Теорема 3.6. Для того чтобы в выпуклый четырехугольник можно было вписать окружность, необходимо и достаточно, чтобы суммы длин противолежащих сторон были равны друг другу.

Теорема 3.7. Для того чтобы около выпуклого четырехугольника можно было описать окружность, необходимо и достаточно, чтобы суммы противолежащих углов были равны 180 градусам.

4. Прямоугольный треугольник.

Пусть a,b – катеты; с – гипотенуза; [image: image38.wmf]c
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- проекции катетов на гипотенузу; r - радиус вписанной окружности; R – радиус описанной окружности; p – полупериметр; S – площадь.

Определение 4.1. Косинусом острого угла прямоугольного треугольника называется отношение прилежащего катета к гипотенузе.

Определение 4.2. Синусом острого угла прямоугольного треугольника называется отношение противолежащего катета к гипотенузе.

Определение 4.3. Тангенсом острого угла называется отношение противолежащего катета к прилежащему [image: image1.png]


катету.
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3. 
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Теорема 4.1. В прямоугольном треугольнике квадрат высоты, проведенной к гипотенузе, равен произведению проекций катетов на гипотенузу: [image: image43.wmf]c
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Теорема 4.2. В прямоугольном треугольнике квадрат катета равен произведению гипотенузы и проекции этого катета на гипотенузу: [image: image44.wmf]c
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Признаки равенства прямоугольных треугольников.


Два прямоугольных треугольника равны, если:

· катеты одного треугольника соответственно равны катетам другого треугольника;

· гипотенуза и катет одного треугольника соответственно равны гипотенузе и катету другого треугольника;

· катет и острый угол одного треугольника соответственно равны катету и острому углу другого треугольника;

· гипотенуза и острый угол одного треугольника соответственно равны гипотенузе и острому углу другого треугольника. 

5. Выпуклые четырехугольники.
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	Определение 5.1. Четырехугольником называется фигура, которая состоит из четырех точек и четырех последовательно соединяющих их отрезков. При этом никакие три из данных точек не должны лежать на одной прямой, а соединяющие их отрезки не должны пересекаться.
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Определение 5.2. Параллелограмм – это четырехугольник, у которого противоположные стороны попарно параллельны.

Признаки параллелограмма:


Четырехугольник является параллелограммом, если

· его диагонали пересекаются и точкой пересечения делятся пополам;

· его противоположные стороны попарно равны;

· две противолежащие стороны равны и параллельны.

Свойства параллелограмма:


· диагонали параллелограмма пересекаются и точкой пересечения делятся пополам; 

· противолежащие углы и стороны равны 

· сумма внутренних углов параллелограмма, прилежащих к одной стороне, равна 180 градусам; 

· сумма квадратов диагоналей равна сумме квадратов сторон. 

Пусть a,b – смежные стороны [image: image47.wmf]a

- угол между смежными сторонами; [image: image48.wmf]2
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- угол между диагоналями; ha – высота проведенная к стороне а; S – площадь параллелограмма.
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Определение 5.3.Прямоугольник – это параллелограмм, у которого все углы прямые.

Свойства прямоугольника:

· прямоугольник обладает всеми свойствами параллелограмма; 

· у прямоугольника диагонали равны; 

· около прямоугольника можно описать окружность с центром в точке пересечения диагоналей и радиусом, равным половине диагонали. 

Определение 5.4. Ромб – это параллелограмм, у которого все стороны равны.

Свойства ромба:

· ромб обладает всеми свойствами параллелограмма; 

· диагонали ромба взаимно перпендикулярны и являются биссектрисами углов; 

· в ромб можно вписать окружность с центром в точке пересечения диагоналей и радиусом, равной половине высоты ромба. 

Определение 5.5. Квадрат – это прямоугольник, у которого все стороны раны. Квадрат – это ромб, у которого все углы прямые.

Свойства квадрата:

· квадрат обладает всеми свойствами параллелограмма, прямоугольника и ромба;

· около квадрата можно описать окружность с центром в точке пересечения диагоналей и радиусом, равным половине диагонали;

· в квадрат можно вписать окружность с центром в точке пересечения диагоналей и радиусом, равным половине стороны.

Определение 5.6. Трапеция – это выпуклый четырехугольник, у которого две противолежащие стороны (основания) параллельны, а две другие непараллельны.

Пусть a,b – основания трапеции; h – высота; sr – средняя линия; S – площадь трапеции.
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Теорема 5.1. Квадрат высоты равнобедренной трапеции, в которую можно вписать окружность, равен произведению оснований трапеции.

Теорема 5.2. Площадь равнобедренной трапеции, у которой диагонали взаимно перпендикулярны, равна квадрату её высоты.

6. Многоугольники.

Определение 6.1. Простая замкнутая ломаная называется многоугольником, если ее соседние звенья не лежат на одной прямой.

Теорема 6.1. Сумма углов выпуклого n-угольника равна [image: image54.wmf])
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Определение 6.2. Выпуклый многоугольник называется правильным, если у него все стороны равны и все углы равны.

Теорема 6.2. Правильный выпуклый многоугольник является вписанным в окружность и описанным около окружности.

Пусть [image: image55.wmf]a

- внутренний угол правильного многоугольника; [image: image56.wmf]n

a

- сторона; r – радиус вписанной окружности; R – радиус описанной окружности.
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Таблица значений радиусов вписанной и описанной окружностей в часто встречающихся правильных многоугольников, выраженный через сторону многоугольника.

	Кол-во сторон (n)
	3
	4
	6

	Радиус описанной окружности (R)
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	Радиус вписанной окружности (r)
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7. Декартовы координаты на плоскости.

Формула 7.1. Координаты середины отрезка. Пусть А([image: image66.wmf]1
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,

y

x

) и В([image: image67.wmf]2
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y
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), тогда точка С – середина отрезка АВ будет иметь координаты [image: image68.wmf])
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Формула 7.2. Расстояние между точками. Пусть заданы две точки А([image: image69.wmf]1
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) и В([image: image70.wmf]2
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), тогда расстояние между ними будет равно: [image: image71.wmf]2
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, где d – расстояние между точками А и В.

Формула 7.3. Уравнение окружности. Пусть дана окружность с центром в точке [image: image72.wmf])
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и радиусом R. Тогда уравнение окружности примет вид: [image: image73.wmf]2
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Формула 7.4. Уравнение прямой. Любая прямая в декартовых координатах x,y имеет уравнение вида ax+by+c=0, где a,b,c – некоторые числа. Или иногда встречается уравнение такого вида: y=kx+b. Где k – угловой коэффициент прямой, он так же равен тангенсу острого угла, который образует прямая с осью x.

Теорема 7.1.Параллельность и перпендикулярность прямых. Если у нас есть уравнения двух прямых вида [image: image74.wmf]0
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· две прямые параллельны в том и только в том случае, если [image: image76.wmf]2
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· совпадают в том и только том случае, если [image: image77.wmf]2
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· перпендикулярны в том и только том случае, если [image: image78.wmf]0

1

2

2

1

=

+

b

a

b

a


Примечание: в этом случае допускается 0 в знаменателе.

Формула 7.5. Расстояние от точки до прямой. Пусть дана точка A([image: image79.wmf]0
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) и уравнение прямой ax+by+c=0. Тогда расстояние от этой точки до прямой будет выражаться формулой: [image: image80.wmf]2
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Формула 7.6. Если даны уравнения двух прямых вида [image: image81.wmf]1
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и [image: image82.wmf]2
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. То угол между данными прямыми будет выражаться формулой: [image: image83.wmf]2
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Формула 7.7. Уравнение полуокружности. 
	[image: image84.png]
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8. Векторы.

Определение 8.1. Вектор – направленный отрезок.
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	Операции над векторами.

1. Сложение векторов. 
· По правилу треугольника (см. рисунок и обрати внимание на направление векторов); 

· По правилу параллелограмма 

(см. рисунок и обрати внимание 

на направление векторов); 

2. Разность векторов – это сумма вектора [image: image92.wmf]a

и 

вектора, противоположного вектору [image: image93.wmf]b

: 

[image: image94.wmf])

(

b

a

b

a

-

+

=

-


3. Скалярное произведение векторов [image: image95.wmf]a

и [image: image96.wmf]b

- это число [image: image97.wmf])
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Примечание: скалярный квадрат вектора равен его длине, т.е. [image: image98.wmf]2
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Определение 8.2. Векторы [image: image99.wmf]a

и [image: image100.wmf]b

называются коллинеарными, если они параллельны одной прямой.

Теорема 8.1. Если [image: image101.wmf]a

, [image: image102.wmf]b

- неколлинеарные векторы плоскости, то всякий вектор [image: image103.wmf]c

этой плоскости единственным образом представляется в виде [image: image104.wmf]b
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Формула 8.1. Формулы в декартовой системе координат. Пусть нам дано [image: image106.wmf])
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